$1. 积分 方程 的 解法 
只 分 方程 在 物理 学 领域 和 其 它 科技 领域 也 使 用 得 相当 多 
的 ， 一 个 简单 的 例子 是 L( 振 沪 电 路 
设 开始 试 电容 器 板 极 上 带 有 电荷 +q, 且 电流 为 0 


则 电路 中 电流 1(7) 满 足 的 方程 为 : 
L 


dl Ir: q 
L— += | IG)dx = >° 
dt Al 2) C 


… 此 时 c 上 电 奏 gq(1) 与 1(1) 天 系 为 : | 


IO0=-| rc)dr ; 


R(t) 


又 电感 L 上 和 电容 c 上 的 电势 降 深 之 和 为 0 即 
= |F 0 将 上 述 4 代入 此 式 即 得 和 分 方程 


а 
dt 


这 是 一 积分 方程 ,严格 的 说 是 一 微 积 分 方 ” 程 
只 分 方程 即 指 未 知 数 出 现在 方程 的 积分 号 下 。 


1 .1 积分 方程 的 几 种 解法 : 


1.5| 入 
设 ( 微 分 方程 )y (x)= k(x, y), НИЕ) yx) = у, 


MERTRRA |у) = | k, ydr + y, 
- [这 便 是 поле | 其 中 待 求 的 函数 | 


一 般 的 线性 积分 方程 可 写 为 |: 
пос -А [кону = CD 09 
上 я J J 


已 未 = 核 已 知 ( 非 齐 次 项 ,大 


иж 数 Р(х) = 0 则 为 齐 次 积分 方程 


Э; 分 类 
(1) Егедпот 5 H ЕЕ 


пх) =0: > | kG y аР 9 
一 第 一 类 Fr (+1) 


п(х) =1:(%) 8-Х |kGx,y)g(y)dy= f (O 


-第 二 类 Fr (*2) 


(2)Volterra 方 程 :( 伏 特 拉 ) 
`y > x, k(x, y)=0 


| ka, y)g(y)dy = f(x) 一 第 一 类 Vol 


g(x) — 和 | kG. y)g(y)dy = f (x) — Ж Vol 


3、 算 符 表 示 : С) 
5 (h-Ak)g(x)= f (aJ = | ко, y)dy 


退化 核 的 方程 的 解法 
若 k(x, y)= -Уе (х), (7) 其 中 p СОЯ, (у) 


分 别 为 线性 独立 的 _ 则 co — 退化 核 方程 
1、 例 


со) | (ку? + ув (yy =x 0 


k(x,y)= xy 十 y 


уху” i 81 у 


令 4=| у (у) (2) 


в= [50% © 
ЈО) — g(x) = х+ЛАх+АВх” (4) 
( 若 AB 求 出 , Co) 即 可 求 出 ) 


又 注意 到 g(y) 只 是 y 的 函数 而 A,B 分 别 满足 (2)(3) 
即 要 算出 4,B 只 要 先 算出 天 于 变量 y 的 积分 
(4) 0):4=| y (y +Аду+АВу?)у 


ВО A= LA АВ (5) 
445 


Я] pe l+ 1, Lyn (6) 
3 73 4 


代入 法 或 消 元 法 即 可 求 得 | 0 вн №: 


_ 60+А А 80 
= 240—120,-^2 >°  240-120)—- 22 
代入 (4): 
(= (240-60) )x + 80Xx2 
240—1204 — 


由 此 解 可 看 到 : 若 分 母 240-120 和 -入 = 0 


+ 4/1120? +4. 
120+ 二 一 240 < 60+16./9+6 


ЈА. = 


= -60 士 16V15 g(x)— co 


ÆA z —60+16/153 #610 — В 


| 由 上 例 可 见解 退化 核 积分 方程 的 问题 化 为 了 解 线性 代数 
方程 组 的 问题 ， 各 退化 核 有 几 项 ， 融 需要 解 几 个 代数 方程 
所 构成 的 方程 组 ( 1) 解 具有 几 项 的 退化 核 的 方程 即 要 解 几 
阶 线性 代数 方程 组 ， 具 体 做 法 是 : 


b ` м — 4 / — | 
Г-З А, = | VLO) (У) =12...1 代 入 第 二 类 Fr 得 


z(a) = Оо) +АУ pi(x)A 的 代数 表达 式 


2 将 g(x) 的 代数 表达 式 代 入 A 的 积分 表达 式 得 关于 
A 的 线性 代数 方程 组 


3" 解 关于 A 的 几 阶 线性 代数 方程 组 ”可 来 得 
A(i=1,2...n) 代 入 g(x)= f(x)+ AY 9,(x)h, 
即 得 原 积分 方程 的 解 


事实 上 在 上 例 中 关于 A4, 8 为 变量 的 方程 的 导数 行 
IRA 


-| (А2 +120240) 
240 


1-42 
4 


W z zk EN 24 128 Ас ЗЕ ЕА A ADA) = 0 
АЕ ЕН ЕТО (А, = 0 
НХ, MIREIA == *) С В в, A Zo ВНЖ D Е 
УЭ ВЛ 0) (А) = ОНУ, 75 E8 E — 
的 解 


(З) FERDA) = 0 的 根 为 方程 (8) 的 本 征 值 ,如 上 
例 方 程 的 本 征 值 为 和 =-60+16V15 此 时 (*) 相 应 
的 草 次 方程 的 ( 非 零 ) 解 称 为 的 本 征 函 效 


(4) 退 化 核 有 项 的 方程 ( 汶 , 有 个 本 征 值 
… 此 时 D( 和 )= 0 是 关于 入 的 n 次 方程 


例 :求解 :u(x)=e”+ | хі (t )dt 


解 : 令 4= | ша 
(Т) —>: u(x) = e” + ÀAx 


ЛА: А= | Ке" +ЛАРа 


1 | 
= | tde' + ЛА 
0 3 


=е-0-е+1+ 23А =1+ АА 


r 


3 一 入 
sulx) = e” нм. x (代入 检验 ;满足 ,) 


=. Volterra AFAIK fR 


Я u- [иода =х (1) 


$ а(х) = | yu(y)dy (2) 


则 (1) — u(x) = x+ xg(x) (3) 


, (3) 
由 (2) g'(x) = хи(х) = хх + xg(x)| 
= [+ g(>)| 
即 解 原 方程 — 解 关 于 g(x) 的 微分 方程 


? 


| дЕ g(x) x? 


代入 (3)u(x) = Cxe 3 


四 、 位 移 核 方程 的 求解 
k(x,y)=k(x— у)- ЕР 
对 于 g(x )- 和 | x( 
Пре 


)s (уму = ф(х) 


Ев (х)|= 8 (©) 

Е[к(х, у)]= | К, у)е dx = (о) 
F|e(x)|=ó(e) 

[бе у) (Му =k(x, y) g (x) 


ДШ) —: g =Фф(о) + А (о) (о) 
~. 2(0)= $60) 


1-А (о) 
g(x)= Е |8 ©) 
1:1. ЖЯ:и(х)=е 
解 : Fluh) =al) 


E Е; |= [Ге — q гч Ге) dx 


=.xd * 


г. r et 
= i | Flu(x)| 
(0) = Jre” + 4 п (©) 


o? 
Jre Í 
о> 


1-Аҹле 4 


(0) = и(х)= F |8 (<) 


五 、 达 代 解 法 
(х) = ЛА ke У) 
1、 解 法 , 先 取 go(x)= fa) RAOR: 
gi(x)= ЛО) жа kx, y) (ydy О) 
Mg, (x)= (к) А k(x, у) (yy 
= SHAS k yY FONAS kO O |6 


= f(x) +A | Koy) (ydy +x f klx у) kly, y)y(yjayay 


е(х)= lim 于 是 :方程 0) 的 解 为 


к.) лоу [ууу O 


k(x, у) = k(x, у) (т = 1) 
k. (x.y)= | k(x.y)4,(y,yjay m= 12.) (4) 


2、 可 以 证 明 当 у) (х) а < 
1 
Р, AN s Е ө M (b-a) 
(М = maxļ|k(x, y), p <D 时 ,该 级 数 解 是 收敛 的 
| 证 |: тах |f (x)= M 
муе, (= | C= м 


gi («= Mo + А С, у) 
< Мо + М.М (b-a) 


lg, (x) <M, +A M M(b-a) +A MM ( (bp-a).... 


=M, р" (p <1) 
n=0 


这 是 一 绝对 收敛 且 一 致 改 将 的 级 数 
故 级 数 解 3) 收 全 


3, Я pu f BV PJ lB] EB Е ЕЕ ТЫ Ja FEl $chrodinger | 
om OERE) 0 
m 
9(F)- 波 函数 v()- 作 用 势 ,已 = 二 Eo- 总 和 
нае 6) 


ikr 
2 (4) 


С 
ЕЕК mk? 2 2тЕ ДРЕ. 
0? 0 h? 


Helmhoz 方程 (3 的 格林 函数 为 


即 选用 求 坐标 … 与 0, 无关 改 其 C 满 足 


sreo= gr т +К?С =5 (7) 


г? ағ аг 


Ir 0 齐 次 方程 的 解 为 零 阶 球 Bessel RRI, 
一 种 球 Hankel ŽI 


… 是 无 界 区 域 又 是 发 艇 小 的 解 故 取 零 阶 第 


ikr 
> 


即 G= ВА (кг) = B 


A hP (x) === (р, (х) +1№, (| 
2x 2 2 


_ сов Ј.(х)=7 (9) 
и. J 222 
\2х| 2 T 


$10 >< 
2 


_ |". | (х), а) 


2° 当 x = 0 积分 在 以 原点 为 球 心 半径 为 s 的 小 球 内 
进行 (注意 上 2G 的 积分 ， 当 g — 0 为 零 则 有 


B | | В’ 
= 4л — [ike те" |. = 48 — =] 
k k 


, 


kr 


(Е , k — 
由 此 得 В — = G ° 
47 Алг 


ik|F -F 
综合 (2) 所 述 在 一 般 情况 下 G(7,7)= 一 一 


Чт" 


故 由 格林 函数 法 可 来 得 (3) 的 解 为 
ik|r' -r 


)= e" —_— | И vr eE) (5) 


h 


арад 一 项 由 边界 条 件 得 到 的 
一 关于 未 知 函 数 9 (7 ) 的 积分 方程 


用 和 迭代 法 求解 НФ, (7) = е8 36—04 
代 的 结果 为 : 


т р = F | 
э(е iko? J37’ 


ar Кой _ 
op(7 J= G )=e h? ЕЯ. 


总 之 解 只 分 方程 就 是 要 将 未 知 函数 从 积 
分 号 下 解脱 出 来 


过 变量 代 换 > 解 代数 方程 组 


Ja 
通过 变量 代 换 一 解 一 阶 微分 方程 
通过 传 兵 变换 一 解 代数 方程 
Е 一 人 近似 解 


